Several examples of neigbourly polyhedra in co-dimension 4 by Devyatov, Rostislav
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ÓÄÊ 514.172.45
Íåêîòîðûå ïðèìåðû ñìåæíîñòíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ êîðàçìåðíîñòè 4
îñòèñëàâ Äåâÿòîâ
Àííîòàöèÿ
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîñòðîåíà ñåðèÿ êîìáèíàòîðíûx òèïîâ
ñìåæíîñòíûõ ìíîãîãðàííèêîâ â R
2d
ñ ÷èñëîì âåðøèí N = 2d+ 4.
Âñå ïîñòðîåííûå ìíîãîãðàííèêè èìåþò ïëîñêóþ äèàãðàììó åéëà
îïðåäåëåííîãî âèäà, à èìåííî: â íåé ðîâíî d + 3 ÷åðíûõ òî÷åê,
ëåæàùèõ â âûïóêëîì ïîëîæåíèè.
Òàêèå äèàãðàììû åéëà ïàðàìåòðèçóþòñÿ 3-äåðåâüÿìè (äåðå-
âüÿìè ñ íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé).
Äëÿ âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ ïîñòðîåííîé ñåðèè ÷èñëî ãðàíåé ðàç-
ìåðíîñòè m, ñîäåðæàùèõ âåðøèíó A, çàâèñèò ëèøü îò d è m.
1. Ââåäåíèå
Ñìåæíîñòíûå è öèêëè÷åñêèå ìíîãîãðàííèêè
Ìíîãîãðàííèê â R
D
íàçûâàåòñÿ ñìåæíîñòíûì, åñëè ëþáûå ⌊D/2⌋ åãî
âåðøèí îáðàçóþò ãðàíü. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà D ÷åòíî
(D = 2d), òîãäà ëþáûå d âåðøèí ñìåæíîñòíîãî ìíîãîãðàííèêà îáðàçóþò
ãðàíü.
Ïðèìåðîì ñìåæíîñòíîãî ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèé ìíî-
ãîãðàííèê [1℄. Äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êðèâàÿ ìîìåíòîâ â R
D
,
êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå òî÷êè âèäà (t, t2, t3, . . . , tD), ãäå t ∈ R. Âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà êðèâîé ìîìåíòîâ íàçûâàåò-
ñÿ öèêëè÷åñêèì ìíîãîãðàííèêîì. Öèêëè÷åñêèé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ
ñìåæíîñòíûì.
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Èçâåñòíî [1℄, [2℄, ÷òî ÷èñëî ãðàíåé öèêëè÷åñêîãî ìíîãîãðàííèêà èê-
ñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ
òàêîé ðàçìåðíîñòè ñ òàêèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí.
Êðîìå öèêëè÷åñêîãî, äàæå â ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè ñóùåñòâóþò äðóãèå
ïðèìåðû ñìåæíîñòíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ D + 4 âåðøèíàìè (â íå÷åòíîé
ðàçìåðíîñòè ñèòóàöèÿ ïðîùå, ñì. [3℄).
Ïåðâûå ïðèìåðû ñìåæíîñòíûõ ìíîãîãðàííèêîâ áûëè ïîëó÷åíû
ðþíáàóìîì [4℄: äëÿ D = 4 åñòü 2 êîìáèíàòîðíûõ òèïà ñìåæíîñòíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ, íå ñ÷èòàÿ öèêëè÷åñêîãî.
Äèàãðàììà åéëà (ñì. [1℄)
Âåêòîðíàÿ äèàãðàììà åéëà ïîçâîëÿåò êîíèãóðàöèè X∗ èç N òî÷åê â
D-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîíèãóðàöèþ X èç
N íåíóëåâûõ âåêòîðîâ â (N −D − 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïðè ýòîì êîìáèíàòîðèêà X ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîìáèíàòîðè-
êîé èñõîäíîé êîíèãóðàöèè X∗ (ñì. îïðåäåëåíèÿ â [1℄) è íàîáîðîò. Ýòî
êàíîíè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå, ò. å. àâòîìîðèçìû X èíäóöèðóþò àâòîìîð-
èçìû X∗ è íàîáîðîò.
Öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ (èç íà÷àëà êîîðäèíàò) êîíèãóðàöèè X íà
ïðîèçâîëüíî âûáðàííóþ ãèïåðïëîñêîñòü e (ñì. ðèñ. 1.1)
èñóíîê 1.1.
0
e
R
N−D−1
äàåò êîíèãóðàöèþ X ÷åðíûõ è áåëûõ òî÷åê â (N −D− 2)-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå  àèííóþ äèàãðàììó åéëà êîíèãóðàöèè X∗.
Àèííàÿ äèàãðàììà åéëà íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî êîíèãóðà-
öèåé X∗, ò. ê. èìååòñÿ ñâîáîäà âûáîðà ãèïåðïëîñêîñòè e. Íàïðèìåð, äâå
àèííûå äèàãðàììû åéëà (ñì. ðèñ. 1.2) ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó
æå êîìáèíàòîðíîìó òèïó èñõîäíîé êîíèãóðàöèè X∗.
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èñóíîê 1.2.
Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, â äàëüíåéøåì ïîä ñëîâàìè

äèàãðàììà
åéëà áóäåò ïîíèìàòüñÿ èìåííî àèííàÿ äèàãðàììà.
Îïðåäåëåíèå 1.3. Êîíå÷íûé íàáîð ÷åðíûõ è áåëûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè,
àèííî ïîðîæäàþùèé ïëîñêîñòü, íàçûâàåòñÿ (ïëîñêîé) äèàãðàììîé.
Îïðåäåëåíèå 1.4. Äâå ïëîñêèõ äèàãðàììû, êàê ïðàâèëî (ñì. [1℄),
íàçûâàþòñÿ êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó ýòèìè äâóìÿ
ìíîæåñòâàìè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ öâåò òî÷åê, îðèåíòàöèè
òðîåê è îòíîøåíèå

ëåæàòü ìåæäó äëÿ òðîåê òî÷åê, ëåæàùèõ íà îäíîé
ïðÿìîé.
Îïðåäåëåíèå 1.5. Îäíàêî â äàííîé ñòàòüå ìû íàçûâàåì äèàãðàììû
êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíû
â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.4 ñ òî÷íîñòüþ äî çåðêàëüíîé ñèììåòðèè.
Àíàëîãè÷íî, êîìáèíàòîðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü âåêòîðíûõ äèàãðàìì
(íàáîðîâ âåêòîðîâ â R
3
) ìû òàêæå áóäåì ïîíèìàòü ñ òî÷íîñòüþ äî ñìåíû
îðèåíòàöèè âñåãî ïðîñòðàíñòâà.
Îïðåäåëåíèå 1.6. ÏóñòüX  ïëîñêàÿ äèàãðàììà, òî÷êè êîòîðîé ëåæàò
â îáùåì ïîëîæåíèè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî M ⊆ X îáëàäàåò ñâîéñòâîì
×∩Á, åñëè îòíîñèòåëüíûå âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâ
Conv({A ∈M : A  ÷åðíàÿ òî÷êà})
è
Conv({A ∈M : A  áåëàÿ òî÷êà})
èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. (Çäåñü Conv(·) îáîçíà÷àåò âûïóêëóþ îáî-
ëî÷êó.)
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Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå àêòû î äèàãðàììàõ åéëà
(ñì. [1℄, [3℄):
1. Èìååòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ áèåêöèÿ ìåæäó òî÷êàìè äèàãðàìì X∗ è X .
Òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå A ∈ X , áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A∗.
2. ×åòíîìåðíûé ñìåæíîñòíûé ìíîãîãðàííèê ñèìïëèöèàëåí, à ñëåäî-
âàòåëüíî, òî÷êè äèàãðàììû åéëà ìíîæåñòâà âåðøèí ñìåæíîñò-
íîãî ìíîãîãðàííèêà (äëÿ êðàòêîñòè â äàëüíåéøåì áóäåì ïèñàòü

òî÷êè äèàãðàììû åéëà ñìåæíîñòíîãî ìíîãîãðàííèêà ) ëåæàò â
îáùåì ïîëîæåíèè.
3. Òî÷êè X∗ ëåæàò â îáùåì ïîëîæåíèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
òî÷êè X ëåæàò â îáùåì ïîëîæåíèè.
4. Ïëîñêàÿ äèàãðàììà X ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé åéëà íåêîòîðîãî âû-
ïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà (ò. å. òî÷êè êîíèãóðàöèè X∗ ëåæàò â âû-
ïóêëîì ïîëîæåíèè) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè
A ∈ X ñâîéñòâî ×∩Á âûïîëíåíî äëÿ ìíîæåñòâà X \ {A}.
5. Êðèòåðèé ãðàíè ìíîãîãðàííèêà íà ÿçûêå äèàãðàììû åéëà.
Ïóñòü òî÷êè êîíèãóðàöèè X∗ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè íåêîòîðîãî
âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà K. ÌíîæåñòâîM∗ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
âåðøèí íåêîòîðîé ãðàíè K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ìíî-
æåñòâà X \M âûïîëíåíî ñâîéñòâî ×∩Á.
Â ñâÿçè ñ ýòèì â äàëüíåéøåì èíîãäà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäó-
þùàÿ òåðìèíîëîãèÿ: ìû áóäåì ãîâîðèòü îá

óäàëåíèè íåêîòîðûõ
òî÷åê èç äèàãðàììû, à çàòåì äëÿ

îñòàâøèõñÿ òî÷åê ïðîâåðÿòü
ñâîéñòâî ×∩Á. Îíî áóäåò âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

óäàëåííûå òî÷êè îáðàçóþò ãðàíü.
6. Êîìáèíàòîðíûé òèï äèàãðàììû åéëà öèêëè÷åñêîãî ìíîãîãðàííè-
êà ðàçìåðíîñòè D = 2d ñ D + 4 âåðøèíàìè òàêîâ (ñì. ðèñ. 1.7):
D+ 4 òî÷êè ëåæàò íà îêðóæíîñòè, ïðè÷åì ýòè òî÷êè ïîïåðåìåííî
áåëûå è ÷åðíûå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà êîìáèíàòîðíûõ àâòîìîðèçìîâ öèêëè÷å-
ñêîãî ìíîãîãðàííèêà äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå åãî âåðøèí òðàíçè-
òèâíî.
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èñóíîê 1.7.
7. Ñìåæíîñòíûå ìíîãîãðàííèêè êîìáèíàòîðíî æåñòêèå, ò. å. êîì-
áèíàòîðíûé òèï ñìåæíîñòíîãî ìíîãîãðàííèêà îïðåäåëÿåò êîìáè-
íàòîðèêó êîíèãóðàöèè âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìáèíàòîðíûé
òèï ñìåæíîñòíîãî ìíîãîãðàííèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êîìáèíà-
òîðèêó åãî âåêòîðíîé äèàãðàììû åéëà.
Öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê
àññìîòðèì îêðóæíîñòü S ñ ðàññòàâëåííûìè íà íåé ÷åðåç ðàâíûå ðàñ-
ñòîÿíèÿ n òî÷êàìè è ñ çàäàííîé îðèåíòàöèåé (ò. å. îäíî èç äâóõ íàïðàâ-
ëåíèé åå îáõîäà íàçâàíî íàïðàâëåíèåì

ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå , à äðóãîå 

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ).
Îïðåäåëåíèå 1.8. Çàäàòü íà ìíîæåñòâåM èç n ýëåìåíòîâ öèêëè÷åñêèé
ïîðÿäîê çíà÷èò ïîñòàâèòü åãî ýëåìåíòû âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ñ âûáðàííûìè òî÷êàìè íà îêðóæíîñòè, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà
îêðóæíîñòè íà óãîë 2kpi/n.
Ïðî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì çàäàí öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê
ìîæíî ãîâîðèòü î ñîñåäíèõ ñ íèìè ýëåìåíòàõ.
Ïðîòèâîïîëîæíûì ê äàííîìó öèêëè÷åñêîìó ïîðÿäêó íàçûâàåòñÿ
öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê, â êîòîðîì íàïðàâëåíèÿ ïî è ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè. Ýòîò ïîðÿäîê ïîëó÷èòñÿ èç èñõîäíîãî, åñëè ó S
èçìåíèòü îðèåíòàöèþ.
Îïðåäåëåíèå 1.9. Çàäàòü íà ìíîæåñòâå M èç n ýëåìåíòîâ íåîðèåí-
òèðîâàííûé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê çíà÷èò çàäàòü íà íåì öèêëè÷åñêèé
ïîðÿäîê ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåõîäà ê ïðîòèâîïîëîæíîìó.
Öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ïîðîæäàåò åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì íåîðèåíòèðîâàííûé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Ìû ñòðîèì ñìåæíîñòíûå ìíîãîãðàííèêè ñ D+ 4 âåðøèíàìè, à ñëåäîâà-
òåëüíî, ñ äâóìåðíîé äèàãðàììîé åéëà.
Îïðåäåëåíèå 1.10. Íàçîâåì ïëîñêóþ äèàãðàììó X èç D+ 4 ÷åðíûõ è
áåëûõ òî÷åê Ò-äèàãðàììîé (ñì. ïðèìåðû Ò-äèàãðàìì íà ðèñ. 2.7), åñëè
1. X ñîäåðæèò ðîâíî d+3 ÷åðíûõ òî÷êè, ïðè÷åì îíè ëåæàò â âûïóê-
ëîì ïîëîæåíèè. Íà ìíîæåñòâå ÷åðíûõ òî÷åê åñòåñòâåííûì îáðàçîì
çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê, ïîðîæäåííûé îá-
õîäîì ãðàíèöû (d+ 3)-óãîëüíèêà.
2. X ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé åéëà ñìåæíîñòíîãî ìíîãîãðàííèêà.
Ñìåæíîñòíûé ìíîãîãðàííèê, ñîîòâåòñòâóþùèé Ò-äèàãðàììå, íàçîâåì
Ò-ìíîãîãðàííèêîì.
Îïðåäåëåíèå 1.11. Äåðåâî ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé íàçîâåì 3-
äåðåâîì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1. Âñå åãî âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü ëèáî 1, ëèáî 3.
2. Íà êàæäûõ 3 ðåáðàõ, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû ñòåïåíè 3, çàäàí öèê-
ëè÷åñêèé ïîðÿäîê. Ýòîò ïîðÿäîê åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíäóöèðó-
åò öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê íà âåðøèíàõ ñòåïåíè 1.
(Ñì. ïðèìåðû 3-äåðåâüåâ íà ðèñ. 3.13)
Îïðåäåëåíèå 1.12. 3-äåðåâî íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äåðåâîì
äàííîé Ò-äèàãðàììû, åñëè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó åãî âåðøèíàìè è òî÷êàìè Ò-äèàãðàììû òàê, ÷òî:
1. Áåëûå òî÷êè äèàãðàììû ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì ñòåïåíè 3 äåðå-
âà, à ÷åðíûå  âåðøèíàì ñòåïåíè 1.
2. Íåîðèåíòèðîâàííûé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê íà âåðøèíàõ ñòåïåíè 1
â äåðåâå ñîâïàäàåò ñ íåîðèåíòèðîâàííûì öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì
íà ÷åðíûõ òî÷êàõ, çàäàâàåìûì îáõîäîì ãðàíèöû (d+3)-óãîëüíèêà.
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3. Áåëàÿ òî÷êà B íà äèàãðàììå ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà, îáðàçî-
âàííîãî òðåìÿ ÷åðíûìè òî÷êàìè Ai, Aj, Ak, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èç âåðøèíû äåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùåé B, ê 3 âåðøèíàì, ñî-
îòâåòñòâóþùèì Ai, Aj, Ak, âåäóò 3 íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòè.
Òåîðåìà 1.13. (Ñì. òåîðåìó 3.12 è ëåììó 4.15.)
1. Äëÿ ëþáîé Ò-äèàãðàììû ñóùåñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå äåðåâî.
Îíî åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîâðåìåííîé ñìåíû öèêëè÷å-
ñêîãî ïîðÿäêà âî âñåõ âåðøèíàõ íà ïðîòèâîïîëîæíûé ïîðÿäîê.
2. Äëÿ ëþáîãî 3-äåðåâà ñ ÷èñëîì âåðøèí D+4, ãäå D ≥ 4, ñóùåñòâó-
åò Ò-äèàãðàììà, äëÿ êîòîðîé äàííîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèì. Îíà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî êîìáèíàòîðíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè.
Òåîðåìà 1.14. (Ñì. òåîðåìó 1 è ëåììó 4.15.) Êîìáèíàòîðíûé òèï
Ò-ìíîãîãðàííèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êîìáèíàòîðíûé òèï åãî Ò-
äèàãðàììû åéëà.
Ñëåäñòâèå 1.15. (Ñì. ñëåäñòâèå 4.18)
1. Ëþáîìó Ò-ìíîãîãðàííèêó ñîîòâåòñòâóåò 3-äåðåâî (õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîå äåðåâî äëÿ åãî Ò-äèàãðàììû åéëà). Îíî åäèíñòâåííî
ñ òî÷íîñòüþ äî ñìåíû öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà â âåðøèíàõ íà ïðî-
òèâîïîëîæíûé.
2. Ëþáîå 3-äåðåâî ñ íå ìåíåå, ÷åì 8 âåðøèíàìè, çàäàåò åäèí-
ñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî êîìáèíàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè Ò-
ìíîãîãðàííèê.
Òåîðåìà 1.16. (Ñì. òåîðåìó 4.19) Â ëþáîì Ò-ìíîãîãðàííèêå ðàçìåð-
íîñòè D ÷èñëî ãðàíåé ñ m âåðøèíàìè, ñîäåðæàùèõ äàííóþ âåðøèíó,
çàâèñèò òîëüêî îò D è m, íî íå îò ìíîãîãðàííèêà è âûáðàííîé âåð-
øèíû. Îíî ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëîì äëÿ öèêëè÷åñêîãî
ìíîãîãðàííèêà.
Îïðåäåëåíèå 1.17. Íàçîâåì ðåáðî Ò-ìíîãîãðàííèêà çàìå÷àòåëüíûì,
åñëè ëþáîé íàáîð èç d+ 1 âåðøèíû, ñîäåðæàùèé åãî êîíöû, ïîðîæäàåò
ãðàíü.
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Ïðåäëîæåíèå 1.18. (Ñì. ïðåäëîæåíèå 4.11 è çàìå÷àíèå 3.14)
Çàìå÷àòåëüíûå ðåáðà ñìåæíîñòíîãî ìíîãîãðàííèêà ñîîòâåòñòâó-
þò ðåáðàì, èíöèäåíòíûì âèñÿ÷èì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþùåãî 3-
äåðåâà.
Áëàãîäàðíîñòè
Àâòîð áëàãîäàðåí îðãàíèçàòîðàì ëåòíåé øêîëû

Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòè-
êà , ãäå áûë ïðî÷èòàí êóðñ î äèàãðàììàõ åéëà, à òàêæå ëè÷íî ëåêòîðó
ýòîãî êóðñà . Þ. Ïàíèíîé.
2. Êðèòåðèé ñìåæíîñòíîñòè íà ÿçûêå Ò-
äèàãðàìì
Ëåììà 2.1. Â Ò-äèàãðàììå âñå áåëûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ ñòðîãî âíóòðè
(d+ 3)-óãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ÷åðíûìè òî÷êàìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü è äàëåå, ìû ïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì ãðàíè äëÿ
äèàãðàììû åéëà (ñì. ââåäåíèå). Ïóñòü áåëàÿ òî÷êà B íàõîäèòñÿ âíå
(d+3)-óãîëüíèêà. Óäàëèì îñòàëüíûå d áåëûõ òî÷åê. Ìíîæåñòâî èç îñòàâ-
øèõñÿ d+ 4 òî÷åê (âñå ÷åðíûå òî÷êè è òî÷êà B) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì
×∩Á, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñìåæíîñòíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 2.2. Áóäåì íàçûâàòü ëóíî÷êîé Ò-äèàãðàììû âûïóêëóþ
îáîëî÷êó íåñêîëüêèõ ïîäðÿä èäóùèõ âåðøèí (d+ 3)-óãîëüíèêà.
èñóíîê 2.3.
ë
ó
í
î
÷
ê
à
Ëåììà 2.4. Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì 3 ÷åðíûìè òî÷êàìè
Ò-äèàãðàììû, ëåæèò ðîâíî îäíà áåëàÿ òî÷êà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî êàæäûé òàêîé òðåóãîëüíèê
ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé áåëîé òî÷êè. Äîïóñòèì, ÷òî â òðåóãîëüíèêå
T íàõîäÿòñÿ õîòÿ áû 2 áåëûå òî÷êè. Óäàëèì èç (d + 3)-óãîëüíèêà òðå-
óãîëüíèê T . Ïðè ýòîì (d + 3)-óãîëüíèê ðàñïàäåòñÿ íà òðè (âîçìîæíî,
âûðîæäåííûå) ëóíî÷êè.
Ïóñòü ó ýòèõ ëóíî÷åê ñîîòâåòñòâåííî a, b è c ÷åðíûõ âåðøèí (áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ó âûðîæäåííîé ëóíî÷êè 2 âåðøèíû). Î÷åâèäíî, a + b +
c = (d + 3) + 3. Âíóòðè ëóíî÷åê â ñîâîêóïíîñòè ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå
d−1 áåëîé òî÷êè. Ïîýòîìó â íåêîòîðîé èç íàøèõ òðåõ ëóíî÷åê, ãðàíèöà
êîòîðîé ñîñòîèò èç x âåðøèí, ñîäåðæèòñÿ ìåíåå x − 2 áåëûõ òî÷åê. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå âî âñåõ ëóíî÷êàõ â ñóììå áûëî áû íå ìåíüøå (a−2)+
(b − 2) + (c − 2) = d áåëûõ òî÷åê. àññìîòðèì ÷åðíûå òî÷êè, êîòîðûå
íå ëåæàò íà ãðàíèöå âûáðàííîé ëóíî÷êè (èõ d + 3 − x) è áåëûå òî÷êè
âíóòðè íåå (èõ íå áîëåå x− 3). Ìû âûáðàëè íå áîëåå d òî÷åê. (Åñëè ìû
âûáðàëè ñòðîãî ìåíüøå, äîáàâèì ïðîèçâîëüíûå áåëûå òî÷êè òàê, ÷òîáû
âñåãî ïîëó÷èëîñü d.) Óêàçàííûå d òî÷åê íå îáðàçóþò ãðàíü, ò. ê. ñâîéñòâî
×∩Á äëÿ îñòàâøèõñÿ òî÷åê íå âûïîëíåíî.
èñóíîê 2.5.
a = x = 6
b = 2
(âûðîæäåííàÿ
ëóíî÷êà)
c = 7
Äîêàæåì òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå áåëîé òî÷êè âíóòðè ëþáîãî òðåóãîëü-
íèêà T ñ ÷åðíûìè âåðøèíàìè. àçîáüåì (d+3)-óãîëüíèê íà òðåóãîëüíè-
êè, òàê ÷òîáû ñðåäè òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ áûë è òðåóãîëüíèê T . Ìû
ïîëó÷èì d + 1 òðåóãîëüíèê, â êîòîðûõ êàê-òî ðàññòàâëåíà d + 1 áåëàÿ
òî÷êà. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðèíöèïà Äèðèõëå.
Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü èìååòñÿ ïëîñêàÿ äèàãðàììà X èç 2d + 4
÷åðíûõ è áåëûõ òî÷åê, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1. D = 2d ≥ 4;
2. òî÷êè X ëåæàò â îáùåì ïîëîæåíèè;
3. X ñîäåðæèò ðîâíî d+ 3 ÷åðíûõ òî÷åê, ëåæàùèõ â âûïóêëîì ïî-
ëîæåíèè;
4. âíå âûïóêëîé îáîëî÷êè ÷åðíûõ òî÷åê íåò áåëûõ òî÷åê;
5. âíóòðè êàæäîãî òðåóãîëüíèêà  ÷åðíûìè âåðøèíàìè ëåæèò ðîâ-
íî îäíà áåëàÿ òî÷êà.
Òîãäà X  Ò-äèàãðàììà.
èñóíîê 2.7.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè óäàëåíèè èç X ëþáîãî
íàáîðà èç d òî÷åê, îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì ×∩Á. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü óäàëåíû íåêîòîðûå k ÷åðíûõ òî÷åê è d−k áåëûõ òî÷åê.
Òîãäà ó íàñ îñòàëîñü d − k + 3 ÷åðíûõ òî÷åê è k + 1 áåëàÿ òî÷êà. àçî-
áüåì (d + 3)-óãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè, òàê ÷òîáû (d − k + 3)-óãîëüíèê
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èç îñòàâøèõñÿ ÷åðíûõ âåðøèí öåëèêîì ñîñòîÿë èç òðåóãîëüíèêîâ ðàç-
áèåíèÿ. Âñåãî ïîëó÷èëñÿ d + 1 òðåóãîëüíèê, ïðè÷åì d − k + 1 èç íèõ
ñîñòàâëÿþò íàø (d−k+3)-óãîëüíèê. Ìû óäàëèëè âñåãî d−k áåëûõ âåð-
øèí, çíà÷èò âíóòðè êàêîãî-òî èç ýòèõ d − k + 1 òðåóãîëüíèêîâ îñòàëàñü
áåëàÿ òî÷êà.
Ñëåäñòâèå 2.8. Ïðèìåðû, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 2.7, ÿâëÿþòñÿ Ò-
äèàãðàììàìè åéëà.
3. Ò-äèàãðàììû è 3-äåðåâüÿ
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïëîñêàÿ äèàãðàììà èç 2d + 4 òî÷åê íàçûâàåòñÿ ò-
äèàãðàììîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 25 èç ïðåäëîæåíèÿ 2.6,
à d ≥ 0.
Ïóñòü èìååòñÿ ò-äèàãðàììà èç 2d+4 òî÷åê. Îáîçíà÷èì ÷åðíûå òî÷êè
â ïîðÿäêå îáõîäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ÷åðåç A1, A2, . . . , Ad+3. Èíîãäà ìû
áóäåì íàçûâàòü òî÷êó Ad+3 òî÷êîé A0, à òî÷êó A1  òî÷êîé Ad+4.
Îïðåäåëåíèå 3.2. Íàçîâåì ãðàíè÷íûì òðåóãîëüíèêîì òî÷êè Ai òðå-
óãîëüíèê Ai−1AiAi+1.
Ñîãëàñíî ëåììå 2.4, â êàæäîì ãðàíè÷íîì òðåóãîëüíèêå ñîäåðæèò-
ñÿ ðîâíî îäíà áåëàÿ òî÷êà. Ïðî áåëóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ëåæèò âíóòðè
△Ai−1AiAi+1 áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå Ai. ×åð-
íîé òî÷êå âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíà áåëàÿ (íî íå íàîáîðîò).
Çàìå÷àíèå 3.3. Åñëè áåëàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ÷åðíîé òî÷-
êå Ai, òî îíà ëåæèò âíóòðè òîëüêî òåõ òðåóãîëüíèêîâ ñ ÷åðíûìè âåðøè-
íàìè, ó êîòîðûõ îäíà èç âåðøèí Ai.
Ëåììà 3.4. Ëåììà îá èíäóêöèè äëÿ ò-äèàãðàììû. Ïóñòü ò-
äèàãðàììà X ñîäåðæèò áîëåå ÷åòûðåõ òî÷åê. Åñëè èç íåå óäàëèòü
÷åðíóþ òî÷êó Ai è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé áåëóþ B, òî ïîëó÷èòñÿ âíîâü
ò-äèàãðàììà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 2.6. Òðåóãîëüíèêè, îá-
ðàçîâàííûå ÷åðíûìè òî÷êàìè â äèàãðàììå X ′ = X \ {Ai, B}, áûëè òðå-
óãîëüíèêàìè, îáðàçîâàííûìè ÷åðíûìè òî÷êàìè è â äèàãðàììå X . Òàì
îíè ñîäåðæàëè ðîâíî îäíó áåëóþ òî÷êó, ïðè÷åì ýòî áûëà íå òî÷êà B,
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êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâîâàëà Ai (ñì. çàìå÷àíèå 3.3). Çíà÷èò è â êàæäîì òðå-
óãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì ÷åðíûìè òî÷êàìè X ′, ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäíà
áåëàÿ òî÷êà äèàãðàììû X ′.
Äàäèì äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïðî áåëóþ òî÷êó ò-äèàãðàììû, êîòîðàÿ îäíîâðåìåí-
íî ëåæèò â ãðàíè÷íûõ òðåóãîëüíèêàõ âåðøèí Ai è Ai+1, áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî îíà ïðèëåæèò ê ñòîðîíå AiAi+1.
Îïðåäåëåíèå 3.6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áåëàÿ òî÷êà B ïðèëåæèò
ê ñòîðîíå AiAi+1, åñëè îíà ëåæèò âíóòðè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ âèäà
AiAi+1Aj, è òîëüêî â íèõ. Ýòî îïðåäåëåíèå äàëåå áóäåì íàçûâàòü àëü-
òåðíàòèâíûì.
Ïîäñ÷åò ÷èñëà ãðàíè÷íûõ òðåóãîëüíèêîâ ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäó-
þùóþ ëåììó.
Ëåììà 3.7. Äëÿ ò-äèàãðàììû ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1. Åñëè d > 0, òî ñóùåñòâóþò õîòÿ áû 2 áåëûå òî÷êè, ïðèëåæàùèå
ê ñòîðîíàì, à ïðè d = 0 òàêàÿ òî÷êà ðîâíî îäíà.
2. Åñëè d > 0, òî áåëàÿ òî÷êà íå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü áîëåå,
÷åì äâóì ÷åðíûì.
3. Áåëàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò äâóì äàííûì ÷åðíûì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà ïðèëåæèò ê ñòîðîíå (d + 3)-óãîëüíèêà, ñî-
åäèíÿþùåé ýòè ÷åðíûå òî÷êè, à ñàìè îíè  ñîñåäíèå íà ãðàíèöå
(d+ 3)-óãîëüíèêà.
Îïðåäåëåíèå 3.8. Äâå ò-äèàãðàììû X è Y íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè
ïî äèàãîíàëÿì, åñëè ìåæäó X è Y ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèåêöèÿ ϕ, ÷òî
1. ϕ ñîõðàíÿåò öâåò òî÷åê,
2. ϕ ñîõðàíÿåò íåîðèåíòèðîâàííûé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ÷åðíûõ òî-
÷åê,
3. áåëàÿ òî÷êà B ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå ïîäðÿä èäóùèõ ÷åð-
íûõ âåðøèí {Ai} â äèàãðàììå X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ(B)
ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå {ϕ(Ai)} â äèàãðàììå Y .
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Çàìå÷àíèå 3.9. Óñëîâèå 3 èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ
ýêâèâàëåíòíóþ îðìóëèðîâêó 3′: áåëàÿ òî÷êà B ëåæèò â âûïóêëîé îáî-
ëî÷êå òðåõ ÷åðíûõ âåðøèí {Ai} â äèàãðàììå X òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ϕ(B) ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå {ϕ(Ai)} â äèàãðàììå Y .
Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ Ò-äèàãðàìì
ïî äèàãîíàëÿì ðàâíîñèëüíà èõ êîìáèíàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ïðåäëîæåíèå 3.10. Ïóñòü â ò-äèàãðàììå X áåëàÿ òî÷êà B ïðèëå-
æèò ê ñòîðîíå AiAi+1. Òîãäà ò-äèàãðàììû X \ {Ai, B} è X \ {Ai+1, B}
ýêâèâàëåíòíû ïî äèàãîíàëÿì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü áèåêöèÿ ϕ ìåæäó äèàãðàììàìè X \ {Ai, B} è
X \ {Ai+1, B} òî÷êå Ai+1 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó Ai, à íà îñòàëüíûõ
òî÷êàõ ϕ  òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.
Ñâîéñòâà 1 è 2 äëÿ ϕ î÷åâèäíî âûïîëíåíû. Äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâà
3 âîñïîëüçóåìñÿ çàìå÷àíèåì 3.9. àññìîòðèì íåêîòîðóþ áåëóþ òî÷êó C.
Äëÿ òðåóãîëüíèêîâ, íèêàêàÿ âåðøèíà êîòîðûõ íå ñîâïàäàåò íè ñ Ai, íè
ñ Ai+1, î÷åâèäíî âûïîëíåíèå ñâîéñòâà 3
′
. Ïóñòü ïîñëå óäàëåíèÿ Ai áåëàÿ
òî÷êà C îêàçàëàñü â òðåóãîëüíèêå △Ai+1AjAk. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè áû ìû
óäàëèëè íå Ai, à Ai+1, îíà îêàçàëàñü áû â △AiAjAk. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñ-
ñìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê AiAi+1AjAk (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî AiAj  åãî äèàãîíàëü). Âíóòðè íåãî ëåæàò 2 áåëûå òî÷êè.
Îäíà èç íèõ  òî÷êà C, êîòîðàÿ ëåæèò âíóòðè △Ai+1AjAk, à äðóãàÿ 
áåëàÿ òî÷êà B, ïðèëåæàùàÿ ê ñòîðîíå AiAi+1, êîòîðàÿ ïî àëüòåðíàòèâ-
íîìó îïðåäåëåíèþ ëåæèò âíóòðè △AiAi+1Ak. Çíà÷èò, âíóòðè △AiAjAk
ëåæèò îäíà èç ýòèõ áåëûõ òî÷åê, ïðè÷åì B òàì ëåæàòü íå ìîæåò. Çíà÷èò,
òàì ëåæèò òî÷êà C.
Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ äåðåâüåâ ò-äèàãðàìì.
Ïðèìåð 3.11. Íà ðèñ. 3.13 èçîáðàæåíû 3-äåðåâüÿ, ÿâëÿþùèåñÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèìè äëÿ äèàãðàìì åéëà, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 2.7.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïàðàìåòðèçîâàòü ò-äèàãðàììû (à çíà-
÷èò, è Ò-äèàãðàììû) 3-äåðåâüÿìè.
Òåîðåìà 3.12.
1. Äëÿ ëþáîé ò-äèàãðàììû ñóùåñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå äåðåâî.
Îíî åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîâðåìåííîé ñìåíû öèêëè÷å-
ñêîãî ïîðÿäêà âî âñåõ âåðøèíàõ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.
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2. Äëÿ ëþáîãî 3-äåðåâà ñ ÷èñëîì âåðøèí D + 4 ñóùåñòâóåò ò-
äèàãðàììà, äëÿ êîòîðîé äàííîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèì. Îíà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè ïî
äèàãîíàëÿì.
èñóíîê 3.13.
Â ðàìêàõ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ÷åðíûõ òî÷-
êàõ âûáðàí öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê (à íå òîëüêî íåîðèåíòèðîâàííûé öèê-
ëè÷åñêèé ïîðÿäîê), ò. å. çàèêñèðîâàíî íàïðàâëåíèå

ïî ÷àñîâîé ñòðåë-
êå íà ãðàíèöå (d + 3)-óãîëüíèêà. Êðîìå òîãî, â îïðåäåëåíèè ïîíÿòèÿ

áûòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äåðåâîì â ñâîéñòâå 2 ïîòðåáóåì ñîâïàäåíèÿ
èìåííî öèêëè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ, à íå òîëüêî íåîðèåíòèðîâàííûõ öèêëè-
÷åñêèõ ïîðÿäêîâ.
Ñäåëàåì âíà÷àëå íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ çàìå÷àíèé.
Ëåììà 3.14. Ïóñòü äàíà ò-äèàãðàììà, è ïóñòü íåêîòîðîå 3-äåðåâî ÿâ-
ëÿåòñÿ äëÿ íåå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ðàâíîñèëüíû:
1. Áåëàÿ òî÷êà B ñîîòâåòñòâóåò ÷åðíîé òî÷êå Ai.
2. Âèñÿ÷àÿ âåðøèíà äåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ Ai, ñîåäèíåíà ðåáðîì
ñ âåðøèíîé, ñîîòâåòñòâóþùåé B.
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Ñëåäñòâèå 3.15. Ïóñòü äàíà ò-äèàãðàììà, è ïóñòü íåêîòîðîå 3-äåðåâî
ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ðàâíîñèëüíû:
1. Áåëàÿ òî÷êà B ïðèëåæèò ê ñòîðîíå AiAi+1.
2. Âåðøèíà äåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ B, ñîåäèíåíà ðåáðàìè ñ âåð-
øèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè Ai è Ai+1.
Ëåììà 3.16. Ëåììà îá èíäóêöèè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî äå-
ðåâà. Ïóñòü ÷åðíûå òî÷êè A1, . . . , Ad+3 ò-äèàãðàììû X çàíóìåðîâàíû
ñîãëàñíî îáõîäó (d + 3)-óãîëüíèêà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïóñòü òî÷êà B
ïðèëåæèò ê ñòîðîíå AiAi+1. Ïóñòü ϕ  íåêîòîðàÿ áèåêöèÿ ìåæäó
ìíîæåñòâîì X è ìíîæåñòâîì âåðøèí íåêîòîðîãî 3-äåðåâà G. Ïóñòü
âåðøèíà äåðåâà ϕ(B) ñòåïåíè 3 ñîåäèíåíà ðåáðàìè ñ âèñÿ÷èìè âåðøè-
íàìè ϕ(Ai) è ϕ(Ai+1), à öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê íà ðåáðàõ, âûõîäÿùèõ èç
ϕ(B), ñîãëàñîâàí ñ öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì íà ÷åðíûõ òî÷êàõ äèàãðàì-
ìû (ò. å. ïðàâèëüíî çàäàåò íàïðàâëåíèå îáõîäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå äëÿ
ñòîðîíû AiAi+1).
àññìîòðèì íîâóþ ò-äèàãðàììó X ′ = X \{Ai, B} è íîâîå äåðåâî G′ =
G \ {ϕ(Ai), ϕ(Ai+1)}. Íîâóþ áèåêöèþ ϕ
′
çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âåðøèíó ϕ(B), êîòîðàÿ â äåðåâå G′ ÿâëÿåòñÿ âèñÿ÷åé, ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå òî÷êå Ai+1. Âñå îñòàëüíûå âåðøèíû îñòàâèì ïîñòàâ-
ëåííûìè â ñîîòâåòñòâèå ñ ïîìîùüþ áèåêöèè ϕ.
Òîãäà äåðåâî G ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ èñõîäíîé äèà-
ãðàììû X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íîâîå äåðåâî G′ ÿâëÿåòñÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ íîâîé ò-äèàãðàììû X ′.
Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â àêêóðàòíîé ïðîâåðêå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé
èç îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî äåðåâà.
Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû (ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî äåðåâà) èíäóêöèåé ïî d. Åñëè d = 0, òî åäèí-
ñòâåííî âîçìîæíàÿ ò-äèàãðàììà  òðåóãîëüíèê ñ áåëîé òî÷êîé âíóòðè.
Åäèíñòâåííî âîçìîæíîå 3-äåðåâî èç 4 âåðøèí  äåðåâî ñ îäíîé âåðøèíîé
ñòåïåíè 3, èç êîòîðîé èäóò 3 ðåáðà â âåðøèíû ñòåïåíè 1.
Ïóñòü òåïåðü d > 0.
Ïóñòü äëÿ ò-äèàãðàììû X íàøëîñü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå äåðåâî. Äëÿ
êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü åãî âåðøèíû è òî÷êè äèàãðàììû îäíèìè è
òåìè æå áóêâàìè. Ïóñòü áåëàÿ âåðøèíà B ïðèëåæèò ê ñòîðîíå AiAi+1.
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Òîãäà (ñì. ñëåäñòâèå 3.15) èç âåðøèíû äåðåâà B èäóò 2 ðåáðà â âèñÿ÷èå
âåðøèíû Ai è Ai+1. Óäàëèì èç äåðåâà ýòè âèñÿ÷èå âåðøèíû, à èç ò-
äèàãðàììû óäàëèì òî÷êè Ai è B.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, äëÿ ïîëó÷åííîé äèàãðàììû õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîå äåðåâî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, ïðè÷åì, ïî ëåììå 3.16 îá
èíäóêöèè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî äåðåâà ýòî è áóäåò òî íîâîå äåðåâî,
êîòîðîå ìû ïîëó÷èëè.
Òåì ñàìûì, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå äåðåâî äëÿ X âîññòàíàâëèâàåòñÿ îä-
íîçíà÷íî, íî ïîêà ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà ïðè âåðøèíå
B. Ýòîò öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê òîæå âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî, ò. ê.
âåðøèíû Ai è Ai+1 äîëæíû èäòè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
Ñóùåñòâîâàíèå íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ëåììû îá èíäóêöèè äëÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî äåðåâà. Íàäî òîëüêî äîáàâèòü ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó
äåðåâó äëÿ äèàãðàììû åéëà áåç 2 âåðøèí 2 íîâûå âåðøèíû ñòåïåíè
1. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
Ëåììà 3.17. Ïóñòü Ai  ÷åðíàÿ òî÷êà â ò-äèàãðàììå X. Òîãäà ê X
ìîæíî äîáàâèòü ÷åðíóþ òî÷êó Ai+1/2 è áåëóþ òî÷êó B òàê, ÷òî ïîëó-
÷èòñÿ íîâàÿ ò-äèàãðàììà, â êîòîðîé
1. òî÷êà Ai+1/2 ëåæèò ìåæäó Ai è Ai+1 íà ãðàíèöå âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè ìíîæåñòâà ÷åðíûõ òî÷åê, è
2. òî÷êà B ïðèëåæèò ê ñòîðîíå AiAi+1/2.
Äîêàçàòåëüñòâî. àññìîòðèì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç Ai è îñòàâ-
ëÿþùóþ âñå îñòàëüíûå òî÷êè äèàãðàììû X ïî îäíó ñòîðîíó îò ñåáÿ.
Âûáåðåì íà ýòîé ïðÿìîé äîñòàòî÷íî áëèçêóþ ê Ai íîâóþ ÷åðíóþ òî÷êó
Ai+1/2 òàêóþ, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå 1 è ÷òîáû êàæäàÿ áåëàÿ
òî÷êà ëåæàëà áû ïî òó æå ñòîðîíó îò ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû
(d + 3)-óãîëüíèêà ñ âûáðàííîé òî÷êîé, ÷òî è îò ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ
ýòè âåðøèíû ñ Ai. Äîáàâèì áåëóþ òî÷êó B â ïåðåñå÷åíèå òðåóãîëüíèêîâ
Ai−1AiAi+1/2 è AiAi+1/2Ai+1. Òî÷êà B ïîïàäåò â òðåóãîëüíèêè ñî ñòîðî-
íîé AiAi+1/2, è òîëüêî â íèõ.
Îïðåäåëåíèå 3.18. Íàçîâåì âåðøèíó 3-äåðåâà ïðåäâèñÿ÷åé, åñëè îíà
ñîåäèíåíà ðåáðàìè ñ 2 âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè.
16
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû èíäóêöèåé ïî d. Áàçà èíäóê-
öèè (d = 0) î÷åâèäíà, à ëåììû 3.16 è 3.17 ïîçâîëÿþò ñîâåðøèòü èíäóê-
öèîííûé ïåðåõîä. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3.12 ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî Ò-äèàãðàìì äëÿ äàí-
íîãî d. Âûÿñíèâ, êàê óñòðîåíû àâòîìîðèçìû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ äåðå-
âüåâ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îðìóëó, âûâîä êîòîðîé ìû îïóñêàåì:
Òåîðåìà 3.19. ×èñëî êîìáèíàòîðíî ðàçëè÷íûõ Ò-äèàãðàìì äëÿ äàííîãî
d > 0 ðàâíî
Td+1
2(d+ 3)
+
3T(d+3)/2−1
4
+
T(d+3)/3−1
3
+
Td/2
2
.
Çäåñü Tx ðàâíî 0, åñëè x  íåöåëîå, è x-òîìó ÷èñëó Êàòàëàíà C
x
2x/(x+1),
åñëè x  öåëîå.
4. Åäèíñòâåííîñòü T-äèàãðàììû åéëà äëÿ
äàííîãî Ò-ìíîãîãðàííèêà
Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ëóíî÷êà. Íàçîâåì âåðøèíû
Ai è Aj åå êðàéíèìè âåðøèíàìè, åñëè âñå åå âåðøèíû  ýòî âñå ïîäðÿä
èäóùèå âåðøèíû (d+ 3)-óãîëüíèêà îò Ai äî Aj âêëþ÷èòåëüíî, è òîëüêî
îíè.
Åñëè ëóíî÷êà  íå âåñü (d + 3)-óãîëüíèê, òî åå êðàéíèå âåðøèíû
îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Îáðàòíî, åñëè èìåþòñÿ 2 íåñîñåäíèå âåðøèíû
Ai è Aj , òî ñóùåñòâóþò ðîâíî 2 ëóíî÷êè, äëÿ êîòîðûõ Ai è Aj ÿâëÿþòñÿ
êðàéíèìè âåðøèíàìè. Åñëè æå ëóíî÷êà  âåñü (d + 3)-óãîëüíèê, òî åå
êðàéíèìè âåðøèíàìè ìîãóò ñëóæèòü ëþáûå 2 ñîñåäíèå âåðøèíû, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè åå è åùå îäíîé (èìåþùåé 2 âåðøèíû) ëóíî÷êè.
Íå-ãðàíüþ ìíîãîãðàííèêà K áóäåì íàçûâàòü íàáîð åãî âåðøèí, êîòî-
ðûé íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí íè äëÿ êàêîé ãðàíè ìíîãîãðàííèêà
K.
Ëåììà 4.2. Êðèòåðèé íå-ãðàíè èç d + 1 âåðøèíû íà ÿçûêå Ò-
äèàãðàììû. Ïóñòü X  Ò-äèàãðàììà Ò-ìíîãîãðàííèêà X∗. Ìíîæå-
ñòâî M∗ èç d+1 âåðøèíû îáðàçóåò íå-ãðàíü Ò-ìíîãîãðàííèêà X∗ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî X \M òàêîâî: ÷åðíûå òî÷êè ýòîãî
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ìíîæåñòâà  ýòî âåðøèíû íåêîòîðîé ëóíî÷êè L, à áåëûå òî÷êè 
ýòî òå è òîëüêî òå áåëûå òî÷êè äèàãðàììû X, êîòîðûå íå ëåæàò â
L.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî X \M óêàçàííîãî âèäà. Òîãäà âñå
áåëûå âåðøèíû ëåæàò âíóòðè äðóãîé èç 2 ëóíî÷åê ñ òåìè æå êðàéíèìè
âåðøèíàìè, ÷òî L (åñëè L  âåñü (d + 3)-óãîëüíèê, òî áåëûõ âåðøèí
â X \ M íåò âîîáùå). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî X \ M íå îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ×∩Á.
Îáðàòíî, ïóñòü íåêîòîðîå (d + 1)-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî M äèà-
ãðàììû X ïîðîæäàåò íå-ãðàíü. àññìîòðèì òî÷êè ìíîæåñòâà X \ M .
Ïóñòü ñðåäè íèõ k ÷åðíûõ. Ïîñêîëüêó îáðàçóåìûé èìè k-óãîëüíèê K
ìîæíî ðàçáèòü íà k−2 òðåóãîëüíèêà, âíóòðè íåãî íàõîäÿòñÿ k−2 áåëûå
òî÷êè Ò-äèàãðàììû. Âñå îíè ïðèíàäëåæàòM (èíà÷å áûëî áû âûïîëíåíî
ñâîéñòâî ×∩Á). Ñëåäîâàòåëüíî, âíå k-óãîëüíèêà ëåæàò d+ 1− (k − 2) =
d− k + 3 áåëûõ òî÷åê, íè îäíà èç êîòîðûõ íå ïðèíàäëåæèò M (èíà÷å â
X\M áûëî áû ìåíåå d+3 âåðøèí). Äîïóñòèì, ÷òî ÷åðíûå òî÷êè èç X\M
íå îáðàçóþò ëóíî÷êó, òî åñòü èäóò íå ïîäðÿä. Òîãäà (d+ 3)-óãîëüíèê (ñ
âåðøèíàìè â ÷åðíûõ òî÷êàõ) ïðè óäàëåíèè èç íåãî K ðàñïàäåòñÿ íà íå
ìåíåå ÷åì äâå ëóíî÷êè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò áåëûå òî÷êè èç
X \M (ñì. ðèñ. 4.3). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî X \M îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì ×∩Á. Ïðîòèâîðå÷èå.
èñóíîê 4.3.
Ai
Aj
Ak
An
Îïðåäåëåíèå 4.4. Íàçîâåì íå-ãðàíü Ò-ìíîãîãðàííèêà èç áîëåå ÷åì d+1
âåðøèíû íåîñîáîé, åñëè ñðåäè âåðøèí, êîòîðûå â íåå íå âõîäÿò, åñòü õîòÿ
áû äâå ÷åðíûõ è õîòÿ áû îäíà áåëàÿ. Âñå îñòàëüíûå íå-ãðàíè èç áîëåå
÷åì d+ 1 âåðøèíû íàçîâåì îñîáûìè.
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Ëåììà 4.5. Êðèòåðèé íåîñîáîé íå-ãðàíè èç áîëåå ÷åì d+ 1 âåð-
øèíû.ÌíîæåñòâîM∗ èç áîëåå ÷åì d+1 âåðøèíû ïîðîæäàåò íåîñîáóþ
íå-ãðàíü Ò-ìíîãîãðàííèêà X∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Ìíîæåñòâî X \M ñîäåðæèò õîòÿ áû äâå ÷åðíûå òî÷êè.
2. Ìíîæåñòâî X \M ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó áåëóþ òî÷êó.
3. Ïðè óäàëåíèè èç (d + 3)-óãîëüíèêà Ò-äèàãðàììû X âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè ìíîæåñòâà ÷åðíûõ òî÷åê èç X \M , áåëûå òî÷êè èç X \M
ëåæàò òîëüêî â îäíîé èç ëóíî÷åê, íà êîòîðûå ðàñïàäåòñÿ (d+3)-
óãîëüíèê.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå 3 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ìíîæåñòâî X \M
íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ×∩Á.
Ëåììà 4.6. Êðèòåðèé îñîáîé íå-ãðàíè èç áîëåå ÷åì d + 1 âåð-
øèíû. Ìíîæåñòâî M∗ èç áîëåå ÷åì d+1 âåðøèíû ïîðîæäàåò îñîáóþ
íå-ãðàíü Ò-ìíîãîãðàííèêà X∗ â ñëåäóþùèõ è òîëüêî ñëåäóþùèõ ñëó÷à-
ÿõ.
1. Ìíîæåñòâî X \M ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé ÷åðíîé òî÷êè.
2. Â ìíîæåñòâå X \M âñå òî÷êè ÷åðíûå.
Äëÿ òî÷åê Ò-äèàãðàììû R1, . . . , Rr îáîçíà÷èì ÷åðåç N (R1, . . . , Rr)
÷èñëî íå-ãðàíåé èç d+ 1 âåðøèíû, ñîäåðæàùèõ âåðøèíû R∗1, . . . , R
∗
r .
Ïóñòü Ai 6= Aj  ÷åðíûå òî÷êè íåêîòîðîé Ò-äèàãðàììû X . Ââåäåì
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ïóñòü l = l(Ai, Aj)  ÷èñëî âåðøèí (d + 3)-
óãîëüíèêà, ëåæàùèõ ñòðîãî ìåæäó Ai è Aj , åñëè èäòè îò Ai ê Aj ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè (èëè, êàê áóäåì ãîâîðèòü, ïî ëåâîìó ïóòè). Àíàëîãè÷-
íî, r = r(Ai, Aj)  ÷èñëî âåðøèí (d + 3)-óãîëüíèêà, ëåæàùèõ ñòðîãî
ìåæäó Ai è Aj , åñëè èäòè îò Ai ê Aj ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (èëè ïî ïðàâîìó
ïóòè). Î÷åâèäíî, l + r = d + 1. Èíîãäà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðà-
æåíèå

÷èñëî l (èëè r) äëÿ âåðøèíû Aj , ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû Ai . Â ýòèõ
îáîçíà÷åíèÿõ âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 4.7. N (Ai, Aj) = C2l + C
2
r . (Çäåñü è äàëåå ìû ñ÷èòàåì C
m
n = 0
ïðè m > n èëè m < 0.)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íå-ãðàíü
M∗, ñîäåðæàùóþ âåðøèíû A∗i è A
∗
j . Ïðè óäàëåíèè èç äèàãðàììû X ìíî-
æåñòâàM , îñòàâøèåñÿ ÷åðíûå òî÷êè äîëæíû îáðàçîâûâàòü ëóíî÷êó (ñì.
êðèòåðèé íå-ãðàíè èç d + 1 âåðøèíû). Ò. ê. òî÷êè Ai è Aj óäàëåíû, òî
òî÷êè ýòîé ëóíî÷êè ìîãóò ëèáî âñå ëåæàòü íà ëåâîì ïóòè, ëèáî âñå íà
ïðàâîì. Ïðè ýòîì ëóíî÷êà óæå íå ìîæåò ñîäåðæàòü âñå ÷åðíûå òî÷êè
äèàãðàììû X , çíà÷èò åå êðàéíèå âåðøèíû îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. À
÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü 2 âåðøèíû íà ëåâîì ïóòè åñòü C2l , íà ïðàâîì
C2r , âñåãî ïîëó÷àåòñÿ C
2
l + C
2
r . Ïîñëå òîãî, êàê âûáðàíû êðàéíèå âåð-
øèíû ëóíî÷êè (à çíà÷èò è ñàìà ëóíî÷êà, ò. ê. Ai íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ åå
âåðøèíîé), áåëûå òî÷êè íå-ãðàíè îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî (ïî êðèòåðèþ
íå-ãðàíè èç d+ 1 âåðøèíû).
Ïóñòü Aj 6= Ai  ÷åðíûå òî÷êè Ò-äèàãðàììû. Äëÿ áåëîé òî÷êè B, ñî-
îòâåòñòâóþùåé òî÷êå Aj âû÷èñëèì ÷èñëî N (Ai, B) (ò. å. ÷èñëî íå-ãðàíåé,
ñîäåðæàùèõ ðåáðî A∗iB
∗
).
Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.
èñóíîê 4.8.
l = 4 r = 6
a = 2
Ai
Aj
Ak
Ak+1
Ïóñòü òî÷êè Ak è Ak+1 òàêîâû, ÷òî B ëåæèò â (îïðåäåëåííîì îä-
íîçíà÷íî) òðåóãîëüíèêå △AjAkAk+1. Îïðåäåëèì ÷èñëî a = a(Ai, Aj, B)
ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 4.8).
Åñëè îäíà èç òî÷åê Ak è Ak+1 ñîâïàäàåò ñ Ai, òî ïîëîæèì a = 0. Èíà÷å
îáå òî÷êè Ak è Ak+1 ëåæàò ëèáî íà ëåâîì ïóòè, âåäóùåì èç Ai ê Aj , ëèáî
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íà ïðàâîì. Ïîëîæèì ÷èñëî a ðàâíûì êîëè÷åñòâó âåðøèí íà ýòîì ïóòè
ìåæäó Ai è òîé èç âåðøèí Ak è Ak+1, êîòîðàÿ âñòðåòèòñÿ ïåðâîé, ñ÷èòàÿ
Ak èëè Ak+1, íî íå ñ÷èòàÿ Ai. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ âåðíû ñëåäóþùèå äâå
ëåììû:
Ëåììà 4.9. Òî÷êè Aj è Ak îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèé íàáîð
ëóíî÷åê, ñîäåðæàùèõ òî÷êó B.
1. Âåñü (d+ 3)-óãîëüíèê;
2. ëóíî÷êà, êðàéíèå âåðøèíû êîòîðîé íå ñîâïàäàþò ñ Aj, íî ñðåäè
âåðøèí êîòîðîé âñòðå÷àåòñÿ Aj;
3. ëóíî÷êà, îäíà èç êðàéíèõ âåðøèí êîòîðîé åñòü Aj è ñðåäè âåðøèí
êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ Ak è Ak+1.
Ëåììà 4.10. N (Ai, B) = lr + a.
Äîêàçàòåëüñòâî. àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íå-ãðàíü M∗, ñîäåðæà-
ùóþ âåðøèíû A∗i è B
∗
. Ñîäåðæàòü âåðøèíó A∗j îíà íå ìîæåò  èíà÷å
ïî ëåììå 3.4 îá èíäóêöèè, ìíîæåñòâî X \ {Aj, B}, ñîñòîÿùåå èç 2d + 2
òî÷êè, ÿâëÿëîñü áû Ò-äèàãðàììîé. Åñëè èç íåãî óäàëèòü åùå d−1 òî÷êó,
ìíîæåñòâî îñòàâøèõñÿ òî÷åê áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâîì ×∩Á.
Èòàê, òî÷êà Aj íå ïðèíàäëåæèò M è ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé íåêîòîðîé
ëóíî÷êè L, îáðàçîâàííîé òî÷êàìè èçX\M . Ýòà ëóíî÷êà ñîäåðæèò òî÷êó
B.
Ïîñêîëüêó ëóíî÷êà L íå ñîâïàäàåò ñî âñåì (d + 3)-óãîëüíèêîì, åå
êðàéíèå âåðøèíû (ñêàæåì, Am è An) îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè èìååòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ëóíî÷êà L, òàêàÿ ÷òî ñðåäè
åå âåðøèí íåò Ai, íî îíà ñîäåðæèò B, òî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ íå-ãðàíè èç
d+1 âåðøèíû, ýòà ëóíî÷êà çàäàåò ðîâíî îäíó íå-ãðàíü èç d+1 âåðøèíû,
ñîäåðæàùóþ ðåáðî A∗iB
∗
.
Ïîñ÷èòàåì ÷èñëî âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âûáðàòü (íåóïîðÿäî÷åííóþ)
ïàðó âåðøèí (d+ 3)-óãîëüíèêà Am è An òàê, ÷òîáû îíè áûëè êðàéíèìè
âåðøèíàìè ëóíî÷êè L, îáëàäàþùåé óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ëåììîé 4.9, ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ:
Ñëó÷àé 1. Íè îäíà èç âåðøèí Am è An íå ñîâïàäàåò ñ Aj . Ïîñêîëüêó
Aj ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé L, à Ai  íåò, òî îäíà èç òî÷åê Am è An ëåæèò
íà ëåâîì ïóòè, âåäóùåì èç Aj ê Ai, à äðóãàÿ  íà ïðàâîì. Òîãäà ÷èñëî
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ñïîñîáîâ èõ âûáðàòü ðàâíî lr. Äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû âåðøèí ñóùå-
ñòâóåò ðîâíî îäíà ëóíî÷êà, òàêàÿ ÷òî Am è An ÿâëÿþòñÿ åå êðàéíèìè
âåðøèíàìè, ïðè÷åì ñðåäè åå âåðøèí íåò Ai (íî åñòü Aj).
Ñëó÷àé 2. Îäíà èç âåðøèí Am è An, ñêàæåì, Am, ñîâïàäàåò ñ Aj .
Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 4.9, ñðåäè âåðøèí L äîëæíû áûòü âåðøèíû Ak è
Ak+1. Çíà÷èò, âåðøèíà An äîëæíà ëåæàòü íà òîì æå (ëåâîì èëè ïðàâîì)
ïóòè îò Ai ê Aj , ÷òî è Ak è Ak+1. Êðîìå òîãî, åñëè èäòè ïî ýòîìó ïóòè îò
Ai ê Aj , òî ìû äîëæíû ñíà÷àëà âñòðåòèòü âåðøèíó An, è òîëüêî ïîòîì Ak
è Ak+1 (ïðè ýòîì An ìîæåò ñîâïàäàòü ñ òîé èç âåðøèí Ak è Ak+1, êîòîðóþ
ìû âñòðåòèì ïåðâîé). Ïî îïðåäåëåíèþ, ÷èñëî òàêèõ âåðøèí íà (ëåâîì
èëè ïðàâîì) ïóòè è åñòü a. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ðîâíî a
ïàð âåðøèí Am è An, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü êðàéíèìè âåðøèíàìè L.
È ñíîâà äëÿ êàæäîé èç íàéäåííûõ ïàð âåðøèí ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà
ëóíî÷êà, òàêàÿ ÷òî Am è An ÿâëÿþòñÿ åå êðàéíèìè âåðøèíàìè, íî ñðåäè
åå âåðøèí íåò Ai.
Âñåãî ïîëó÷èëè lr + a âîçìîæíûõ ëóíî÷åê L.
Ïðåäëîæåíèå 4.11. åáðî Ò-ìíîãîãðàííèêà çàìå÷àòåëüíîå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà íà Ò-äèàãðàììå îäíîìó èç åãî êîíöîâ ñîîòâåòñòâó-
åò ÷åðíàÿ òî÷êà, à äðóãîìó  ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé áåëàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. åáðî, ñîåäèíÿþùåå 2 ÷åðíûå âåðøèíû, íå ìîæåò
áûòü çàìå÷àòåëüíûì ïî ëåììå 4.7. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó D ≥ 4, òî
l+r = d+1 ≥ 3, ïîýòîìó õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë l è r íå ìåíüøå 2, çíà÷èò
C2l + C
2
r > 0.
åáðî, ñîåäèíÿþùåå 2 áåëûå âåðøèíû, íå ìîæåò áûòü çàìå÷àòåëü-
íûì, ïîòîìó ÷òî âñå d+ 1 áåëûå òî÷êè îáðàçóþò íå-ãðàíü ïî êðèòåðèþ
(ëåììà 4.2).
Ïóñòü òåïåðü âåðøèíàìè ðåáðà ñëóæàò ÷åðíàÿ òî÷êà Aj è áåëàÿ òî÷-
êà C, ïðè÷åì C íå ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå Aj . Ïóñòü òî÷êå Aj ñîîòâåòñòâóåò
òî÷êà B. àññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê Ò-äèàãðàììû, ñîñòîÿùåå èç áå-
ëîé òî÷êè B è âñåõ ÷åðíûõ òî÷åê, êðîìå Aj. Äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà íå
âûïîëíåíî óñëîâèå ×∩Á, ñëåäîâàòåëüíî åãî äîïîëíåíèå M ïîðîæäàåò
íå-ãðàíü. Ïðîòèâîðå÷èå çàìå÷àòåëüíîñòè.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû îá èíäóêöèè, êàê
ýòî óæå áûëî ïðîâåðåíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé ëåììû.
Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 4.12.
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1. Êîìáèíàòîðèêà Ò-ìíîãîãðàííèêà îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ
ïî êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ïî äèàãîíàëÿì åãî Ò-äèàãðàììû åéëà.
2. Äëÿ ëþáîãî Ò-ìíîãîãðàííèêà X êîìáèíàòîðèêà (â ñìûñëå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ïî äèàãîíàëÿì) åãî Ò-äèàãðàììû åéëà X∗ îäíîçíà÷-
íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî êîìáèíàòîðíûì ñâîéñòâàì X.
Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç êðèòåðèåâ íå-ãðàíè (ñì. ëåììû 4.2,
4.5 è 4.6).
Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû.
Ïóñòü èìååòñÿ Ò-ìíîãîãðàííèê X∗ è åãî Ò-äèàãðàììà X . Ïîêàæåì,
÷òî öâåòà òî÷åê X îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû êîìáèíàòîðèêîé X∗.
Áëàãîäàðÿ ïðåäë. 4.11, êîìáèíàòîðèêà X∗ ïîçâîëÿåò ðàçëè÷àòü ïàðû
èç ÷åðíîé âåðøèíû è ñîîòâåòñòâóþùåé åé áåëîé. Ïîêà ìû íå ìîæåì îò-
ëè÷èòü ÷åðíóþ âåðøèíó îò áåëîé, åñëè ýòà áåëàÿ âåðøèíà ñîîòâåòñòâóåò
ðîâíî îäíîé ÷åðíîé. Íî åñëè áåëàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò ñðàçó äâóì ÷åð-
íûì (òàêèå áåëûå òî÷êè ñóùåñòâóþò), òî èç íåå âûõîäèò 2 çàìå÷àòåëüíûõ
ðåáðà, è ìû ìîæåì îòëè÷èòü åå îò 2 ÷åðíûõ, êîòîðûì îíà ñîîòâåòñòâóåò.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî âåðøèíû A1 è Ad+3.
Çàèêñèðóåì ÷åðíóþ òî÷êó C (îòëè÷íóþ îò A1 è Ad+3) è ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ åé áåëóþ òî÷êó B.
Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîðìóëèðóåì è äîêàæåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ
ëåìì.
Ëåììà 4.13. ×èñëî N (A1, C) − N (Ad+3, C) èìååò äðóãóþ ÷åòíîñòü,
÷åì ÷èñëî d+ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 4.7 è çàìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå
A1 íà Ad+3 ÷èñëà l è r ìåíÿþòñÿ íà 1.
Ïîäðîáíåå, ïóñòü l1 è r1  ÷èñëà l è r äëÿ âåðøèíû C, ñ÷èòàÿ îò îäíîé
èç âåðøèí A1 èëè Ad+3, à l2 è r2  ÷èñëà l è r äëÿ âåðøèíû C, ñ÷èòàÿ îò
äðóãîé èç íèõ. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî l1− l2 = 1,
r1 − r2 = −1 (èíà÷å ïîìåíÿåì ìåñòàìè ÷èñëà l1 è l2, à òàê æå r1 è r2).
|N (A1, C)−N (Ad+3, C)| = |C2l1+C
2
r1
−C2l2−C
2
r2
| = |C2l2+1−C
2
l2
+C2r2−1−C
2
r2
| =
|C1l2−C
1
r2−1
| = |l2−r2+1|. Ò. å. ÷èñëî N (A1, C)−N (Ad+3, C) èìååò äðóãóþ
÷åòíîñòü, ÷åì l2− r2, à çíà÷èò è äðóãóþ ÷åòíîñòü, ÷åì l2+ r2 = d+1.
Ëåììà 4.14. ×èñëî N (A1, B) − N (Ad+3, B) ñîâïàäàåò ïî ÷åòíîñòè ñ
÷èñëîì d+ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l1, l2, r1 è r2  ÷èñëà, îïèñàííûå âûøå (ïðè÷åì
l1 − l2 = 1, r1 − r2 = −1). Ïîëîæèì a1 = a(A1, C, B) è a2 = (Ad+3, C, B).
×èñëà a1 è a2 íå ìîãóò áûòü ðàâíû 0 îäíîâðåìåííî, ò. ê. èíà÷å âåðøè-
íà B ëåæàëà áû â △A1Ad+3C, â êîòîðîì óæå åñòü îäíà áåëàÿ âåðøèíà,
à èìåííî ïðèëåæàùàÿ ê ñòîðîíå A1Ad+3. Ïîýòîìó ÷èñëî a1 − a2 ðàâíî
ëèáî 1, ëèáî −1. Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 4.10.
Áëàãîäàðÿ ëåììàì 4.13 è 4.14, êîìáèíàòîðèêà Ò-ìíîãîãðàííèêà îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåò öâåò êàæäîãî èç êîíöîâ ëþáîãî çàìå÷àòåëüíîãî ðåáðà.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî öâåòà âñåõ òî÷åê òàêæå îïðåäåëåíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåêòîðíîé äèàãðàììû åéëà (îïðåäåëÿåìîé îä-
íîçíà÷íî) X ïðî êàæäûé âåêòîð èçâåñòíî, êàêîãî öâåòà òî÷êó îí ïîðîæ-
äàåò íà àèííîé Ò-äèàãðàììå åéëà.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûáîð ïëîñêîñòè e (ñì. ðèñ. 1.1) â áîëüøîé ñòåïåíè
ïðåäîïðåäåëåí è íå âëèÿåò íà êîìáèíàòîðèêó Ò-äèàãðàììû.
Ñëåäñòâèå 4.15. Ñëåäóþùèå 2 óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
1. Äâå Ò-äèàãðàììû X è Y ýêâèâàëåíòíû ïî äèàãîíàëÿì.
2. Äâå Ò-äèàãðàììû X è Y êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå 2 ⇒ 1 î÷åâèäíî, äîêàæåì 1⇒ 2.
Ïóñòü äâå Ò-äèàãðàììû X è Y ýêâèâàëåíòíû ïî äèàãîíàëÿì. Ïî ïåð-
âîé ÷àñòè òåîðåìû, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî X∗ è Y ∗ êîìáèíàòîðíî ýêâèâà-
ëåíòíû êàê ìíîãîãðàííèêè. Íî îíè ñìåæíîñòíûå, ïîýòîìó, êàê èçâåñòíî
(ñì. âñòóïëåíèå), èõ ìíîæåñòâà âåðøèí êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíû êàê
ìíîæåñòâà òî÷åê. Çíà÷èò, ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðíûå äèàãðàììû åé-
ëà X è Y êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíû. Êðîìå òîãî, ìû äîêàçàëè, ÷òî
åñëè X∗ è Y ∗  Ò-ìíîãîãðàííèêè, òî ïðî êàæäóþ èõ âåðøèíó èçâåñòíî,
êàêîãî öâåòà òî÷êó îíà äàñò â Ò-äèàãðàììå. Ò. ê. ϕ äàåò êîìáèíàòîðíûé
èçîìîðèçì X∗ è Y ∗ êàê ìíîæåñòâ òî÷åê (è, òåì áîëåå, êàê ìíîãîãðàí-
íèêîâ), òî ϕ ñîõðàíÿåò öâåò òîé òî÷êè, êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ èç âåêòîðà â
X è â Y . Ïîýòîìó X è Y êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíû.
Ñëåäñòâèå 4.16. ðóïïû êîìáèíàòîðíûõ àâòîìîðèçìîâ X è X∗ êà-
íîíè÷åñêè èçîìîðíû.
Ñëåäñòâèå 4.17. ðóïïà àâòîìîðèçìîâ Ò-ìíîãîãðàííèêà íå äåéñòâó-
åò íà åãî âåðøèíàõ òðàíçèòèâíî (â îòëè÷èå îò öèêëè÷åñêîãî ìíîãî-
ãðàííèêà).
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Ñëåäñòâèå 4.18.
1. Ëþáîìó Ò-ìíîãîãðàííèêó ñîîòâåòñòâóåò 3-äåðåâî (õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîå äåðåâî äëÿ åãî Ò-äèàãðàììû åéëà). Îíî åäèíñòâåííî
ñ òî÷íîñòüþ äî ñìåíû öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâî-
ïîëîæíûé.
2. Ëþáîå 3-äåðåâî ñ íå ìåíåå, ÷åì 8 âåðøèíàìè, çàäàåò åäèí-
ñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî êîìáèíàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè Ò-
ìíîãîãðàííèê.
Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ Ò-äèàãðàììû åéëà ïî êîìáèíàòîðèêå Ò-
ìíîãîãðàííèêà ìû èñïîëüçîâàëè äîñòàòî÷íî ñëîæíûå èíâàðèàíòû (÷èñ-
ëî íå-ãðàíåé, ñîäåðæàùèõ äàííîå ðåáðî). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ìû åå
ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà) óòâåðæäàåò, ÷òî áîëåå ïðîñòûì èíâàðèàí-
òîì îáîéòèñü íå óäàñòñÿ.
Òåîðåìà 4.19. Â ëþáîì Ò-ìíîãîãðàííèêå ðàçìåðíîñòè D ÷èñëî ãðàíåé
ñ m âåðøèíàìè, ñîäåðæàùèõ äàííóþ âåðøèíó, çàâèñèò òîëüêî îò D è
m, íî íå îò äèàãðàììû è âûáðàííîé âåðøèíû. Îíî ñîâïàäàåò ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèì ÷èñëîì äëÿ öèêëè÷åñêîãî ìíîãîãðàííèêà.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ëåììàõ 4.2, 4.5 è 4.6.
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